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BINARY BASIC SPLINES OF THE SECOND ORDER
S.F. Lukomskii, M.D. Myshko
We define binary basic splines of the second order, indicate an algorithm for constructing an interpola-
tion polynomial of the second degree, and give an estimated deviation of the interpolation polynomial.
We also prove that the constructed basic spline is a solution of some refinement equation.
Keywords: binary basic spline, interpolation polynomial, refinement equation.
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В статье описывается связь между интерполяционными и экстраполяционными кон-
струкциями. Показано, что для некоторого класса интерполяционных пространств,
получаемых K -методом вещественной интерполяции, имеет место также и экс-
траполяционное описание, получаемое заменой в интерполяционной конструкцииK -
функционала на параметризованный набор норм точных интерполяционных про-
странств с характеристическими функциями tθ, θ ∈ (0,1) (в частности, на набор
норм пространств Петре).
Ключевые слова: интерполяционное пространство, интерполяционный функтор,
экстраполяционное пространство, пространства Петре, вещественный метод ин-
терполяции.
Предположим, что A⃗ = (A0, A1) — банахова пара, т.е. такая пара банаховых про-
странств, что для некоторого хаусдорфова топологического пространства T име-
ют место непрерывные вложения A0 ⊂ T и A1 ⊂ T . Тогда для любого элемента
x ∈ T , представимого в виде x = x0+ x1, где x0 ∈ A0 и x1 ∈ A1, можно определить
K -функционал:
K (t , x; A⃗) := inf
x0,x1: x0+x1=x
(∥x0∥A0 + t∥x1∥A1), t > 0.
С помощьюK -функционала строятся пространства вещественногоK -метода ин-
терполяции. Если F — банахова решетка измеримых функций на (0,+∞), то про-
странство A⃗KF определяется условием конечности нормы
∥x∥A⃗KF :=
∥∥K (t , x; A⃗)∥∥F .
Частным случаем таких пространств являются пространства Петре A⃗K
θ,q , θ ∈ (0,1),
q ∈ [1,∞], для которых мы будем использовать следующую норму:
∥x∥θ,q := (qθ(1−θ))
1
q
 +∞ˆ
0
(
t−θK (t , x; A⃗)
)q d t
t

1
q
при q <∞, и ∥x∥θ,∞ :=sup
0<t<∞
t−θK (t , x; A⃗).
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Напомним еще, что интерполяционный функтор I — это отображение из кате-
гории всех банаховых пар в категорию банаховых пространств, обладающее свой-
ством: если линейный оператор T , определенный на A0+ A1 и принимающий зна-
чения в B0+B1, ограничен из Ai в Bi , i = 1,2, то этот же оператор ограничен из I (A⃗)
в I (B⃗). Если при этом
∥T ∥I (A⃗)→I (B⃗) Émax{∥T ∥A0→B0 ,∥T ∥A1→B1},
то интерполяционный функтор называетсяточным. Характеристической функцией
интерполяционного функтора называется функция ρ : t ∈ (0,∞)→ (0,∞), определя-
емая из соотношения
I
(
R,
1
t
R
)
= 1
ρ(t )
R.
Докажем теперь теорему, связывающую интерполяционную и экстраполяцион-
ную конструкцию. Запись ∥x∥1 ≍ ∥x∥2 для двух норм будет означать, что с неко-
торой константой C > 0, не зависящей от элемента x, выполняются неравенства
C−1∥x∥1 É ∥x∥2 ÉC∥x∥1 (при этом неопределенность одной из норм означает то же
самое и для другой нормы).
Теорема. Предположим, что A⃗ = (A0, A1) такая банахова пара, что A0 ⊂ A1 и A˜0 =
A0, где A˜0 — совокупность всех пределов в A1 ограниченных последовательностей из
A0 (так называемое пополнение по Гальярдо). Пусть X — пространство K -метода
вещественной интерполяции:
∥x∥X := ∥K (t , x; A⃗)∥F ,
и, кроме того, в банаховой решетке F действует ограниченно оператор S : f (t ) →
f (t 2). Тогда для любого семейства {Iθ}θ∈(0,1) точных экстраполяционных функторов c
характеристическими функциями ρIθ(t )= tθ, имеет место экстраполяционное соот-
ношение
∥x∥X ≍
∥∥∥∥∥x∥Ilog−1 t (A⃗) ·χ(e,+∞)(t )
∥∥∥∥
F
.
Доказательство. Напомним (см. [1, p. 11, (2.10)]), что имеют место следующие вло-
жения
A⃗
J
θ,1
1⊂ Iθ(A⃗) 1⊂ A⃗Kθ,∞.
Здесь A⃗J
θ,1 — пространство J -метода вещественной интерполяции, определяемое
с помощью J -функционала J (t , x; A⃗) := max{∥x∥A0 , t∥x∥A1} условием конечности
нормы
∥x∥
A⃗
J
θ,1
:= inf
∞ˆ
0
t−θJ (t ,u(t ); A⃗)
d t
t
<∞,
где инфимум берется по всем представлениям a = ´∞0 u(t ) d tt (сходимость в A0+ A1)
со строго измеримой функцией u(t ) : (0,∞)→ A0⋂A1 (см. [2, параграф 3.2]).
Покажем сначала, что
A⃗Kθ,1
C⊂ A⃗J
θ,1,
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с некоторой константой C > 0, не зависящей от θ ∈ (0,1). Нужное вложение легко
получить, используя сильную форму фундаментальной леммы теории интерполя-
ции (см. [3]). Согласно фундаментальной лемме для любого x ∈ A⃗J
θ,1 найдется такое
представление x = ´∞0 u(s) d ss , что
∞ˆ
0
min(1, t/s)J (s,u(s); A⃗)
d s
s
É γK (t , x; A⃗), t > 0,
с некоторой универсальной константой γ. Для такого представления получаем
∥x∥θ,1 = θ(1−θ)
∞ˆ
0
t−θK (t , x; A⃗)
d t
t
Ê θ(1−θ)γ−1
∞ˆ
0
t−θ
∞ˆ
0
min(1, t/s)J (s,u(s); A⃗)
d s
s
d t
t
θ(1−θ)γ−1
∞ˆ
0
 ∞ˆ
0
t−θmin(1, t/s)
d t
t
J (s,u(s); A⃗) d s
s
θ(1−θ)γ−1
∞ˆ
0
s−θ
θ(1−θ)J (s,u(s); A⃗)
d s
s
= γ−1
∞ˆ
0
s−θJ (s,u(s); A⃗)
d s
s
Ê γ−1∥x∥
A⃗
J
θ,1
.
Объединяя приведенные выше соображения, приходим к вложениям
A⃗Kθ,1
γ⊂ Iθ(A⃗) 1⊂ A⃗Kθ,∞.
Поэтому для доказательства теоремы достаточно показать, что
C−1
∥∥∥x∥θ(t ),1 ·χ(e,+∞)(t )∥∥F É ∥x∥X ÉC∥∥∥x∥θ(t ),∞ ·χ(e,+∞)(t )∥∥F , где θ(t )= log−1 t .
Отметим, что в силу вложения A0 ⊂ A1
∥x∥X ≍ ∥K (t , x; A⃗) ·χ(e,+∞)(t )∥F ,
и при θ = θ(t )= log−1 t
∥x∥θ,∞ = sup
0<s<∞
s−θK (s, x; A⃗)Ê s−θK (s, x; A⃗)
∣∣∣
s=t=e
1
θ
= e−1K (t , x; A⃗).
Поэтому ∥∥∥x∥θ(t ),∞ ·χ(e,+∞)(t )∥∥F Ê e−1∥K (t , x; A⃗) ·χ(e,+∞)(t )∥F Ê c∥x∥X .
В силу вложения A0 ⊂ A1 имеют место также неравенства
min{C−1, s}∥x∥A1 ÉK (s, x; A⃗)É s∥x∥A1 ,
где C — константа вложения A0 ⊂ A1. Далее,
θ(1−θ)
eˆ
0
s−θK (s, x; A⃗)
d s
s
É θe1−θ∥x∥A1 É θe1−θmax
{
C ,
1
e
}
K (e, x; A⃗)
É C1θ2
+∞ˆ
e
s−θK (s, x; A⃗)
d s
s
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Поэтому
∥x∥θ,1 = θ(1−θ)
 eˆ
0
s−θK (s, x; A⃗)
d s
s
+
+∞ˆ
e
s−θK (s, x; A⃗)
d s
s
ÉC2θ +∞ˆ
e
s−θK (s, x; A⃗)
d s
s
.
При этом если t = e 1θ , то
θ
+∞ˆ
e
s−θK (s, x; A⃗)
d s
s
= θ
tˆ
e
s−θK (s, x; A⃗)
d s
s
+θ
∞∑
k=1
t 2
kˆ
t 2k−1
s−θK (s, x; A⃗)
d s
s
É θK (t , x; A⃗)
tˆ
e
s−θ
d s
s
+θ
∞∑
k=1
K (t 2
k
, x; A⃗)
t 2
kˆ
t 2k−1
s−θ
d s
s
É e−θK (t , x; A⃗)+
∞∑
k=1
t−θ2
k−1
K (t 2
k
, x; A⃗)É
∞∑
k=0
e1−2
k−1
K (t 2
k
, x; A⃗).
Следовательно,
∥∥∥x∥θ(t ),1 ·χ(e,+∞)(t )∥∥F É C2
∥∥∥∥∥ ∞∑
k=0
e1−2
k−1
K (t 2
k
, x; A⃗)
∥∥∥∥∥
F
ÉC2
∞∑
k=0
e1−2
k−1∥∥∥K (t 2k , x; A⃗)∥∥∥
F
É C2
∞∑
k=0
e1−2
k−1∥S∥kF→F
∥∥K (t , x; A⃗)∥∥F ÉC3∥x∥X .
Доказанная теорема объединяет и обобщает некоторые результаты работ [1, 4–
6]. Ее следствиями являются, например, [4, theorem 4.5] (в случае A˜0 = A0 ⊂ A1), [5,
теорема 2] и [6, теорема 2.3].
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 17-01-00138 a
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EXTRAPOLATION PROPERTIES OF INTERPOLATION SCALES
K.V. Lykov
The paper describes the relationship between interpolation and extrapolation constructs. For some
class of interpolation spaces obtained by the real interpolation method, an extrapolation description
is presented. It is shown that for such spaces it is possible to replace theK -functional in the interpo-
lation description by a parametrized family of norms of exact interpolation spaces with characteristic
functions tθ, θ ∈ (0,1) (in particular, by the family of norms of Peetre’s spaces).
Keywords: interpolation spaces, interpolation functor, extrapolation spaces, Peetre’s spaces, the real inter-
polation method.
УДК 517.53: 517.947.942
ОБ АНАЛОГЕ УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА ДЛЯ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ
С KI ,S- ИЛИ KO,S-УСРЕДНЕННОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ
А.Н. Малютина1, К.А. Алипова2
1 nmd@math.tsu.ru; Национальный исследовательский Томский государственный университет
2 aka@math.tsu.ru; Национальный исследовательский Томский государственный университет
Внастоящей работе продолжается исследование дифференциальных и экстремальных
свойств негомеоморфных отображений с (KI ,s ,KO,s)-усредненной характеристикой.
В теории плоских квазиконформных отображений для решения экстремальных задач
развит и с успехом применяется вариационный метод [2, 3, 9]. Мы предлагаем попыт-
ку применить этот классический метод для решения экстремальных задач в классе
отображений с s-усредненной характеристикой.
Ключевые слова: отображение с s-усредненной характеристикой, дифференци-
альные свойства, вариация, экстремальное отображение.
Пусть f : D → Rn — отображение класса W 1n,loc (D). Тогда почти всюду в D опре-
делены величины |∇ f (x)| =
(
n∑
i , j=1
(
∂ fi
∂x j
)2) 12
, J (x, f )= det
(
∂ fi
∂x j
(x)
)
, и если J (x, f )≥ 0 по-
чти всюду, тогда определенылокальные характеристики HI (x, f )= J (x, f )l n(x, f ) , HO(x, f )=
Ln(x, f )
J (x, f ) .
Рассмотрим две ограниченные области D и D∗ в евклидовом пространстве Rn,
для которых существует отображение f : D →D∗, f (x) = ( f1(x), f2(x), ..., fn(x)) — от-
крытое, непрерывное, удовлетворяющее условиям fi (x) ∈W 1n,loc (D∗), т.е. ∀x ∈D су-
ществуетU-окрестность точки x ∈D такая, что f j |U ∈W 1n (U ), f −1i , j (x) ∈W 1n,loc (D∗).
Отображение f называется отображением с KI ,s(D,D∗)–усредненной характери-
стикой (с KO,s(D,D∗)–усредненной характеристикой), если
KI ,s(x, f )=
 1|D|
ˆ
D
(
J (x, f )
l n(x, f )
)s
dσx

1
s
≤KI ,s( f ), (1)
